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Об обобщенных по Винеру решениях 
краевой задачи дифракции волн на 
областях с негладкой границеii 
Пусть f(x) - кусочно гладкая функция , причем supp f С 
[-а, а] л.ля некоторо1·0 вещественного а > О. В области S = 
{(х,у) : у> f(x),-oo < х < оо} рассмотрим следующую краевую 
задачу. 
Hailmu фун.кчшо и(х , у) , удовлетворяющую уравнению J'елъ-
.мголъца 
Ли(х , у)+ k"u(J.~,y) =О , (х,у) Е 5, (1) 
ООНОМУ UЗ tраНU'Ч'НЪtХ условuu 




дiip ' Р = (J:,y) Е дS\ Q, (2') 
услоаию на ребре (c,w.., нanpu.\tcp, [1]} 6 mо'lка:т нарушения глад­
кост11 Wq Е дS, q = 1, ... , т и условто излу-чения на бесконr.-ч1ш­
сти 
• _ ikro (-1 ) U -С Vr , пи· . • "kr ( 1 ) "[); - 1ku = е' · о Vr , r- оо, (3) 
где через 11 0 (х, у)= сi(ох-/Зу ) · e-iwt обозначено падающее поле с 
составляющими волнового nсктора u и !3, а и*(х, у) = и(х, у)+ 
(U(x,y), u(x,y) = ei(ox+JЭ'>, ( = l в случае ТЕ-поляризации 
и ( = -1 в сJ1учае ТН-пuляризации , через д/дiiр обозначена 
правильная нормальная производна>~. 
Пусть Sj (j = 1, 2, ... ) ·· последовательность областей с бес­
конечно гладкими границами, которая анпроксимируст область 
S, причем Sj С 5.i+ 1 С S. Это означает, что любая точка Риз S 
ври некотором j принадлежит Sj. 
Определение 1. Пусть краева.н зиiJu'Чи {1) - (.'3) раJ7н~ш ·илtа 
в област.ях Sj (j = 1,2" . .) и {щ(Р)}f - последователъностъ 
решений . Обобщенным по Винеру ре шение.м (см., например, {2]} 
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краевой зада•1и (1) - (3) в области 8 назовем функцию t1(P) = 
.lim и;(Р) . РЕ 5, если такоil предел существует и не зависит 
J-00 
от выбора ат1рокси.лtирующеil последовательности областей. 
Onpf'дeJieниe 2. 11·лacru11ecJ1:11.Лt решением краевой задачи 
(1) - (3) назовем фун7<:цию и(Р) Е С'2 (5) n С ( S \ ~6 ), удовле­
творяющую в области S уравнению Гель.лtгольца, одно.wу и.з гра­
ничных условий (2) или (2'). условию излучения (3) и условию на 
ребре в точках w 9 , q = 1, т. Здесь 11ерез Q6 обозначено обr.еди­
нение произвольно малых Б · окрестностеi1 точек w 9 , q = 1, m. 
Согтн..:1ю µезуJJьтатам, получ.ею1ым ранее (3. 4], в случае до­
стато•ню г.'1адких rµани1t д.'lн крRевой задачи ( 1) ·· · (3) существует 
единственное классическое решение , причем это решение пред­
стаnимо в виде обобщенного 11отенциала простого или двойного 
слоя [5] , в зависимости от поляризации задачи: 
и;(х, у)= u(x, у)+ U(-r, .'P, J(X, у), j = 1, 2,... (4) 
где 
в ТЕ - случае, (5) 
в Т Н - случае, (6) 
через тj обозначены границы аппроксимирующей последователь-
, 00 • 1Тi { ( 1) ности областей {.Sj }1 , t.pj Е С[-а, а] и Ут(Р, Р') = 2 Н0 (kr)-
(-l)m H~1 )(kr•)} (m = 1, 2), где , в свою очередь, Н~ 1 ) (z) -
функция Ганксля первого рода нулевого порядка, Р1 = (х , у) , 
Р2 = (т, ~), r= J(х-т)2+(у-02 , 1" = J(х-т)2+(у+02. 
Теорема 1. При условии Im k 2:: О (и, дополнительно, 
условии Re k :/; О в слу11ас граничного условия (2 ')) существует 
обобщенное по Винеру решение и(х, у) 11:paeвoil. зада'Ч.и (1) -· (3) . 
Теорема 2. В условиях теоремы 1, существует предел по­
следовательности { l.{Jj} r плотностей обобщеннь1х потенциалов 
(4) 




Обобщенныil потеициал, построенны~'l по формуле (4), с заме­
ноil функции 'i'j на r.p и 2раниць1 Afj на r• , явл.ястся решением 
краевоil зада'Чи (1) - (3), при этом функv,ия ip(x) удовлетворяет 
итпе2рально.11у уравнс11ию 
(l<ip)(x) = -1Гr.р(х) + / /1(Р1, Р2)~р(т)dт = g(x), (8) 
Р1 = (х, J(x)) Е дS \О, 
где h(P1,P2) = дgm(P1.P2)/дiip,,, (т = 1 в ТН-слу'Чае u т = 2 
в Т Е-слу'Чае ), h( Р1 , Р2) = О, если Р, Е Q, а при совпадениu 
аргу.ментов зна'Чntuе .хдра равио половиие крив -изны гладкого 
у'Частка границы, правая часть вы·числяется по фор."tуле g(x) = 
-иа(х, f(x))-u(x, f(x)) ь ТЕ-слу'Чае и g(J') = - ::;~ (uo(x, f(x))-) 
unp, 
(U(x,f(x))) в ТН-слу'Чае. 
Из теоремы 2 и свойств обобщенных потеющалов следует 
Теорема 3. В условиях теорсми 1, решение краевоil зада'Чи 
{1) - (3) . построенное согласно cxeAte, у11:азанноil в фор.wулирови 
теоремъ1 2, являете.я классически.м. 
Алгоритм прибJiиженного решения краевой задачи построен 
на основе метода сплайн-подобластей для интегрального урав­
нения (8). 
На отрезке [-а, а] выбирается произвольная сетка узлов 
-а:::; ха< :1.·1 < ... < Хп :::; а, п == 1, 2, ... , (9) 
удовлетворяющая условию б" = тах (з~j - Xj-i) ---;. О, п -+ 
1~j~n 
оо . Приближенное решение интеrрал1>ноrо уравнения (8) ищем в 
виде сплайна 
n 
<р~(х) = L CjS~(x), о0 == l, (10) 
j=O' 
где s}(x) - фундаментальные сплайны степени l (см " например, 
[6)). Неизвестные коэффициенты Cj (j = 01, п) определяем из 
условий 1::
1 
[(I\rp~) (х) - g(x)] dx =О, k = 01, п, (11) 
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Условия ( 11) приводят к системе линейных алгебраических урав­
нений, так, например, в случае полигональных сплайнов имеем 
j= гп. (со= Сп), ( 12) 
где 
1 1.х, Ф1 (у) = . . y(x)dJ-, 
l .J - Х;-1 з·,_ 1 
j = т,п . 
Литература 
[1) Миттра Р., Ли С . Аналитические 1\1ето;.1.ы теории волноводов. 
- М.: Мир, 1971 . 
[2) Кондратьев В. А" Олейник О. А. Краевые задачи для уравне­
ний с частными производными в негладких областях // Уснс­
хи матем. наук. - 1983. · Т. 38, No. 2. - С. 3 - 76. 
[3) 3. Липачёв Е. К. О разµешимости задачи рассеяния на бес­
конечной решетке с коне•11юй нарезкой / / Материалы конф. 
"Алrс:>бра и ана.11из". - Казань: Изд-во Казанск. матем. об­
щества, 1997. · С . 1;~5 - 136. 
(4) Липачёв Е. К . Разµешимость краевой задачи ;щфракuии волн 
на областях с кусочно -rJ1адкой границей // Материалы конф . 
"Теория функций . ее прил. и смежные вонр . " - Казань: Изд ­
во Казанск. ун та, 1999. - С.136-138. 
[5) Ильинский А . С" Шестопалов Ю. В. Применение методов 
спектральной теории в задачах распространения волн. - М.: 
Изд-во Московск . ун-та, 1989. 
(6] Габду"1хаев Б. Г. Оптимальные сt1шроксимации решений ли­
нейных задач . -· Казань: И·щ-во Казансr. ун-та, 1980 . 
202 
